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Abstract
In this paper, we propose an adaptive dynamic programming (ADP) framework augmented
with a learned control barrier function (CBF)–based safety filter for continuous-time linear
systems with unknown dynamics in safety-critical scenarios. Using adaptive dynamic pro-
gramming, a sub-optimal feedback controller is learned from input–state data. The unknown
terms in the CBF-based safety constraints are approximated from online data using neu-
ral networks, and the resulting learned CBF constraints are incorporated into a quadratic
program-based safety filter that modifies the control input to ensure satisfaction of the safety
constraints. The effectiveness of the proposed control methodology is illustrated via an
obstacle-avoidance example.
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摘要 本文针对安全关键场景下具有未知动力学的连续时间线性系统，提出了一种结合学习型控制
障碍函数安全滤波器的自适应动态规划框架。通过自适应动态规划，从输入–状态数据中学习得到一
个次优反馈控制器。针对控制障碍函数安全约束中未知的项，利用神经网络基于在线数据进行逼近，
并将所得的学习型控制障碍函数约束融入到基于二次规划的安全滤波器中，以修正控制输入，从而
保证系统安全约束的满足。最后，通过一个避障控制实例验证了所提控制方法的有效性。

关键词 基于学习的控制, 安全关键系统, 控制障碍函数, 自适应动态规划

1 引言

安全关键系统在现代工程领域中被广泛应用，如自动驾驶和机器人等领域 [1∼4]。在这些应用中，
安全不仅是一种设计偏好，而是一项不可或缺的要求，因为系统失效可能导致灾难性后果，例如自
动驾驶车辆必须避免的碰撞。为应对这些挑战，已有大量控制方法被提出，为安全关键控制设计奠
定了基础。模型预测控制通过反复求解带约束的优化问题来生成控制输入，从而确保系统安全 [5]。
可达性分析通过刻画系统的所有可能轨迹集来验证是否能够避免进入不安全状态 [6]。控制障碍函数
（Control Barrier Function, CBF）则提供了一种类似于李雅普诺夫函数的条件，可以在反馈控制设
计中直接施加安全约束 [7∼9]。此外，一些混合方法结合了这些技术，以发挥各自的互补优势 [10,11]。
然而，这些方法的实现通常依赖于对系统动态的精确且完整的先验知识。
随着现代控制系统的复杂性和规模不断提升，获取精确的模型与完整的参数信息已成为一项艰

巨的任务。因此，大量研究开始转向数据驱动的控制方法，作为传统基于模型设计的可行替代方案。
在此背景下，强化学习和自适应动态规划（Adaptive Dynamic Programming, ADP）在自适应优化
控制领域得到了广泛研究，尤其在系统稳定化与输出调节问题中展现出显著效果 [12∼14]。然而，现
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有多数 ADP 研究的一个重要局限在于未能显式考虑安全约束 [15,16]，这限制了其在安全关键系统中
的直接应用。

近年来，围绕学习型控制与安全约束相结合的研究逐渐受到关注，部分工作尝试将控制障碍函
数引入强化学习或自适应动态规划框架中，以在学习过程中兼顾系统性能与安全性。例如，有研究
通过在性能指标中引入与安全约束相关的惩罚或增广项，使学习得到的控制策略在接近安全边界时
自动趋于保守，从而在一定程度上实现安全控制目标 [17]。类似地，也有工作针对离散时间非线性系
统，将安全约束以控制障碍函数的形式直接并入效用函数中，并在此基础上构建自适应动态规划算
法，以实现含状态约束的最优控制设计 [18]。

然而，上述方法通常将安全约束与控制策略学习过程紧密耦合，其安全性往往依赖于学习过程
的收敛性质或对系统动力学的先验假设。当系统动力学未知或处于在线学习阶段时，这种“安全–学
习一体化”的结构在安全可实施性分析和实际控制实现方面仍面临一定挑战。针对这一问题，也有
研究提出通过额外的安全控制机制对学习策略进行屏蔽或修正，从而在结构上将安全保障与策略学
习过程分离，并指出将安全函数本身作为学习目标可能会限制安全性的独立分析与保证 [19] 此外，将
安全约束与控制策略综合过程直接耦合通常会形成递推时域的 OCP-CBF 问题，其在线求解需要同
时优化系统状态轨迹与控制输入序列。在采用预测步长为 N 的情形下，该类问题的决策变量维数通
常为 O(N(n+m))，其中 n 和 m 分别表示系统状态与控制输入的维数。对于非线性系统或非线性
安全约束，该问题一般表现为非凸优化，其计算复杂度随预测步长和系统维数的增加快速增长，难
以保证在多项式时间内实现实时求解。相比之下，本文方法在结构上将安全约束的执行与策略学习
过程进行解耦，在线阶段仅需求解一个决策变量维数为 O(m)、且约束数量固定的凸二次规划问题，
从而具有良好的计算复杂度可预测性与实时实现能力。[20]

因此，本文针对具有未知动态的连续时间线性系统，采用一种分层式的控制器设计思路，将性
能优化与安全约束在结构上进行解耦：在上层，ADP 参考控制器采用策略迭代（Policy Iteration,
PI）算法，从在线数据中直接学习次优参考反馈控制律，而不考虑安全约束。在下层，基于 CBF 的
安全滤波器利用神经网络和在线数据对安全约束中的未知项进行逼近，并构建一个基于优化的最小
干预控制问题。通过求解仅含线性约束的二次规划，对参考控制输入进行修正，从而保证安全约束
的满足。

本文的其余部分安排如下：第二节针对具有安全约束的连续时间线性系统，给出了优化控制问
题的形式化描述。第三节介绍了基于学习的安全控制器设计方法，包括参考 ADP 控制器的学习过
程以及应用于未知动力学线性系统的基于 CBF 的安全滤波器。第四节通过包含避障的换道场景仿
真验证了所提出的 ADP-CBF 方法的有效性。最后，第五节给出了本文的总结与展望。

符号说明（Notation）：对于任意向量 x，记号 ∥x∥ 表示其欧几里得范数；对于任意矩阵 M，
记号 ∥M∥ 表示由欧几里得向量范数诱导的矩阵范数，即矩阵 M 的最大奇异值。记 R+ 为正实数
集合。矩阵的克罗内克积（Kronecker product）用符号 ⊗ 表示，常用于构造分块结构矩阵或对矩
阵方程进行向量化。给定矩阵 A ∈ Rm×n，其向量化算子 vec(A) 通过按列堆叠 A 的所有元素生成
Rmn 中的一个向量。若 A = [a1 a2 · · · an]，其中 ai ∈ Rm，则 vec(A) = [a⊤1 a⊤2 · · · a⊤n ]⊤。对
于对称矩阵 S ∈ Rn×n，其元素为 sij，S ⪰ 0 和 S ≻ 0 分别表示矩阵半正定和正定，定义其对称
向量化为 svec(S) = [s11, 2s12, . . . , 2s1n, s22, 2s23, . . . , snn]

⊤，该操作将主对角元素与倍增后的非
对角元素按顺序排列成 Rn(n+1)/2 中的向量。对于状态向量 x = [x1, . . . , xn]

⊤ ∈ Rn，二次特征映射
（quadratic-feature mapping）定义为 ψ(x) = [x21, x1x2, . . . , x1xn, x

2
2, x2x3, . . . , xn−1xn, x

2
n]

⊤，该
映射将所有不重复的二次单项式堆叠成 Rn(n+1)/2 中的向量。对于连续时间系统 ẋ = Ax+Bu，若反
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馈增益 K ∈ Rm×n 使得闭环矩阵 A−BK 为 Hurwitz矩阵（即其所有特征值的实部均位于复平面的
左半开区域内），则称 K 为系统的稳定反馈增益，从而保证原点的指数稳定性。函数 α : R⩾0 → R⩾0

若连续、严格单调递增且满足 α(0) = 0，则称其属于类 K；若进一步满足 α(s)→∞ 当 s→∞ 时，
则称其属于类 K∞。

2 问题表述

考虑如下形式的连续时间线性时不变（Linear Time-Invariant，LTI）系统：

ẋ = Ax+Bu, (1)

其中，状态向量 x ∈ Rn 被假设为在反馈控制设计中可完全测量；控制输入为 u ∈ Rm；系统矩阵
A ∈ Rn×n 和 B ∈ Rn×m 为常数。本文所称“未知动力学”是指系统矩阵 A 与 B 为未知常数矩阵的
线性时不变系统。

假设 1 矩阵对 (A,B) 是可稳定化的。

在不失一般性的前提下，我们考虑最小化如下线性二次型调节（Linear Quadratic Regulator，
LQR）代价函数：

J =

∫ ∞

0

(
x⊤Qx+ u⊤Ru

)
dt, (2)

其中，Q = Q⊤ ⪰ 0，R = R⊤ ≻ 0。假设矩阵对 (A,Q1/2) 是可观测的，从而保证存在唯一的稳定化
LQR 解。同时，我们考虑控制输入的饱和约束：

umin ⩽ u ⩽ umax, (3)

其中，umin 和 umax 分别表示控制输入的下限和上限。此外，为保证系统运行的安全性，引入如下
状态约束：

hi(x) ⩾ 0, i = 1, . . . , Nsafe, (4)

其中，函数 hi(x) : Rn → R 表示施加于系统的状态安全约束。

假设 2 每个函数 hi(x)（i = 1, . . . , Nsafe）都是连续可微的。

为在保证实时性和理论可证性的前提下系统地施加状态安全约束，本文采用基于 CBF 的建模
方法来处理安全关键控制问题。我们采用如下零化控制障碍函数（Zeroing CBF）的定义 [21]：

定义 1 (控制障碍函数) 设 h : Rn → R 为连续可微函数，其定义安全集 C 为其超水平集：

C := {x ∈ Rn : h(x) ⩾ 0}. (5)

给定如下控制仿射系统：
ẋ = f(x) + g(x)u, (6)

其中，f 与 g 为向量场，且其每个分量均为局部 Lipschitz 连续函数；x ∈ X ⊂ Rn 与 u ∈ U ⊂ Rm

分别表示系统状态与控制输入。若存在一个类 K∞ 函数 α(·)，使得对所有 x ∈ C 均有

sup
u∈U

[Lfh(x) + Lgh(x)u+ α(h(x))] ⩾ 0, (7)

则称 h(x) 为系统的控制障碍函数（CBF）。其中，Lfh(x) 与 Lgh(x) 分别表示 h(x) 沿向量场 f(x)

与 g(x) 的 Lie 导数。条件 (7) 意味着集合 C 是正向不变的，即若初始状态满足 x(0) ∈ C，则系统
在之后的所有时刻都保持在集合 C 内。
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以下定理形式化地说明：若控制输入满足 CBF 条件，则集合 C 在系统演化过程中保持正向不
变性。

定理 1 (CBF 的正向不变性) 设 h(x) 为定义在式 (5) 所给安全集 C 上的控制障碍函数。若任
意 Lipschitz 连续的控制输入 u(t) 在所有 t ⩾ 0 时刻均满足条件 (7)，则集合 C 对于系统 (6) 是正
向不变的。

假设 3 本文仅关注相对阶为一的控制障碍函数，即其导数直接包含控制输入 u。

本文将上述连续时间 LTI 系统的安全关键控制问题分解为两个子问题。其中，问题 1 关注在不
考虑安全约束的情况下，为系统构造一个能够最小化给定性能指标并保证闭环稳定性的标称控制输
入，作为系统的基础调节策略；问题 2 则在此基础上，通过引入基于优化的最小干预机制，对标称
控制输入进行必要修正，以同时满足输入约束和安全约束要求。
问题 1（无约束优化调节问题）

min
u∈Rm

∫ ∞

0

(
x⊤Qx+ u⊤Ru

)
dt

s.t. ẋ = Ax+Bu.

(8)

设计目标是确定一个线性状态反馈控制律 uref = −Kx，该控制律作为后续安全关键控制设计中的标
称控制输入，以最小化代价函数并确保闭环系统的稳定性。
问题 2 （基于优化的最小干预控制）

usafe(x, uref) = arg min
u∈U

1

2
∥u− uref∥2

s.t. Lfhi(x) + Lghi(x)u+ αi(hi(x)) ⩾ 0,

i = 1, . . . , Nsafe,

(9)

其中，U ⊆ Rm 为在式 (3) 中定义的可行控制输入集合；标称控制输入 uref 根据 CBF 约束进行修
正，以保证闭环系统的安全性。
采用上述分解式建模具有重要优势。一方面，问题 1 将闭环稳定性与性能优化问题从安全约束

处理中解耦，使得系统在标称意义下具备良好的调节性能；另一方面，问题 2 仅在必要时对标称控
制输入进行最小幅度的调整，从而使安全约束的引入不会过度影响系统的标称性能，同时也降低了
在线控制求解的复杂度。若不依赖标称控制输入而直接联合考虑性能目标与安全约束构造综合控制
器，则往往需要在整个状态空间内同时权衡稳定性、性能与安全性，不仅会显著增加控制设计与计
算复杂度，还可能导致安全约束在控制律中长期占据主导，从而削弱标称性能表现。

3 基于学习的安全控制器设计

本节提出了一种安全控制器的学习策略。首先，通过基于 PI 的 ADP 方法学习参考控制器。随
后，利用神经网络对 CBF 安全约束中依赖未知动态的项进行逼近，并构建安全滤波器以修正控制
输入，从而保证闭环系统的稳定性与安全性。

3.1 阶段一：参考 ADP 控制器学习

回顾问题 1，在已知系统矩阵 A 和 B 的情况下，参考控制器可通过求解代数 Riccati 方程[22]

获得：
A⊤P + PA+Q− PBR−1B⊤P = 0. (10)
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根据假设 1，Riccati 方程 (10) 存在唯一的实对称正定解 P ∗。因此，次优状态反馈增益矩阵可表示
为：

K∗ = R−1B⊤P ∗. (11)

由于 Riccati 方程 (10) 在 P 上是非线性的，直接求解 P ∗ 对于高维系统而言较为困难。为此，可采
用基于策略迭代的经典 Kleinman 算法 [23] 来迭代求解。

定理 2 （Kleinman 算法）设 K0 ∈ Rm×n 为初始稳定反馈增益。对于每一个整数 k ⩾ 0，定
义 Pk 为以下 Lyapunov 方程的唯一对称正定解：

(A−BKk)
⊤Pk + Pk(A−BKk) +Q+K⊤

k RKk = 0, (12)

并按如下方式更新反馈增益：

Kk = R−1B⊤Pk−1. (13)

随后，可以证明每个闭环矩阵 A − BKk 均为 Hurwitz 矩阵，序列 {Pk}∞k=0 满足单调性关系 P ∗ ⪯
Pk+1 ⪯ Pk，并且当 k →∞ 时，(Pk,Kk) 收敛至最优对偶 (P ∗,K∗)。

当系统矩阵 A 和 B 未知时，Kleinman 算法无法直接应用。然而，通过利用测得的状态与控制
输入数据，可以在保持收敛性的前提下迭代学习最优代价矩阵 P ∗ 与反馈增益 K∗ [24]。接下来，将
介绍一种针对未知动力学 LTI 系统的连续时间、基于 PI 的 ADP 算法。

假设 4 假设标称系统模型 (1) 是已知的，并可据此获得系统 ẋ = Ax+Bu 的一个稳定反馈增
益矩阵 K0 ∈ Rm×n。

在假设 1 与假设 4 下，对于每一个 k ∈ Z+，可计算满足式 (12) 的唯一对称正定矩阵 Pk，并通
过以下关系更新反馈增益：

Kk+1 = R−1B⊤Pk.

为便于重复利用已测得的状态与控制输入数据，可将原系统重新表示为如下形式：

ẋ = Akx+B
(
Kkx+ u

)
, (14)

其中 Ak = A−BKk。该关系对任意 u 均成立，因此可以通过设置 u = −K0x+ e，其中 e(t) 为学习
器/设计者人为注入的探索信号（在实现中已知或可测），用于提供持续激励以满足后续秩条件，从
而在不破坏 Pk 与 Kk 收敛性的前提下，实现数据驱动学习所需的持续激励[12]。

随后，对系统 (14) 的轨迹沿时间求 x⊤Pkx 的导数，结合式 (12) 与 (13)，并在区间 [t, t+ δt]

上积分，可得
x(t+ δt)⊤Pkx(t+ δt)− x(t)⊤Pkx(t)

=

∫ t+δt

t

[
x⊤(A⊤

k Pk + PkAk)x+ 2 (u+Kkx)
⊤B⊤Pkx

]
dτ

= −
∫ t+δt

t

x⊤Qkx dτ + 2

∫ t+δt

t

(u+Kkx)
⊤RKk+1x dτ,

(15)

其中 Qk = Q+K⊤
k RKk。基于式 (15)，可以得到如下线性矩阵方程：

Λk

 svec
(
Pk

)
vec
(
Kk+1

)
 = ηk, (16)
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其中 Λk ∈ R l1×
(
n(n+1)

2
+mn

)
，ηk ∈ Rl1 分别定义为

Λk =
[
∆xx, −2Jxx

(
In ⊗K⊤

k R
)
− 2Jxu (In ⊗R)

]
,

ηk = −Jxx vec(Qk),

其中 ∆xx ∈ Rl1×
1
2
n(n+1)，Jxx ∈ Rl1×n2

，Jxu ∈ Rl1×mn 定义为：

∆xx =
[
ψ(x(t1))− ψ(x(t0)), ψ(x(t2))− ψ(x(t1)), . . . ,

ψ(x(tl1))− ψ(x(tl1−1))
]⊤
,

Jxx =

[∫ t1

t0

x⊗ x dτ,
∫ t2

t1

x⊗ x dτ, . . . ,
∫ tl1

tl1−1

x⊗ x dτ

]⊤
,

Jxu =

[∫ t1

t0

x⊗ u dτ,
∫ t2

t1

x⊗ u dτ, . . . ,
∫ tl1

tl1−1

x⊗ u dτ

]⊤
,

其中 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tl1。
对于任意稳定反馈增益矩阵 Kk，若存在对称正定矩阵 Pk = P⊤

k > 0 满足式 (12) 与 (13)，且
Λk 满秩，则矩阵对 (Pk, Kk+1) 可以在未知 A 与 B 的情况下被唯一确定，其所有元素组成的向量
可按如下方式计算：  svec

(
Pk

)
vec
(
Kk+1

)
 = (Λ⊤

k Λk)
−1Λ⊤

k ηk, (17)

因此，PI 算法的收敛性可由引理 1 中给出的条件保证。
引理 1 设 l0 > 0 为整数。若对于所有 l1 ⩾ l0，有

rank([Jxx, Jxu]) =
n(n+ 1)

2
+mn, (18)

则对于所有 k ∈ Z+，矩阵 Λk 均具有满列秩。

定理 3 假设初始增益矩阵 K0 ∈ Rm×n 使系统稳定。在引理 1 所述条件下，序列 {Pi}∞i=0 与
{Kj}∞j=1 均收敛至最优对偶 (P ∗,K∗) [24]。

注释 1 需要说明的是，尽管理论上 ADP 方法在满足相应条件时可收敛至最优解，但在有限
数据与数值计算条件下，本文所学习得到的反馈控制器在实现层面视为次优控制器。

3.2 阶段二：基于 CBF 的安全滤波器学习

对于具有未知动力学的系统 (1)，对控制障碍函数 hi(x)关于时间求导，并在时间区间 [t, t+ δt]

上积分，可得：

hi(x)
∣∣∣t+δt

t
=

∫ t+δt

t

(
∇hi(x)⊤Ax+∇hi(x)⊤Bu

)
dt. (19)

根据文献 [25]，在任意可行控制策略 u 下，未知项 ∇hi(x)⊤A 与 ∇hi(x)⊤B 可通过神经网络逼
近为：

(∇hi(x)⊤A)NN =

Ni∑
j=1

ϕi,j(x) ŵi,j , (20)
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(∇hi(x)⊤B)NN =

Ni∑
j=1

ϕi,j(x) v̂i,j , (21)

其中，ϕi,j : Rn → R（j = 1, 2, . . .）为一组光滑且线性无关的基函数序列；Ni 为与 hi(x) 对应的充
分大的正整数；ŵi,j ∈ Rn 与 v̂i,j ∈ Rm 为待学习的参数。
将式 (20) 与 (21) 代入 (19)，可得：

hi(x)
∣∣∣t+δt

t
=

∫ t+δt

t

(
Ni∑
j=1

ϕi,j(x) ŵi,j x+

Ni∑
j=1

ϕi,j(x) v̂i,j u

)
dt. (22)

进一步可得：

hi(x)
∣∣∣t+δt

t
=

∫ t+δt

t

(
x⊤ ⊗ ϕi(x)

)
dt · vec(Ŵi)

+

∫ t+δt

t

(
u⊤ ⊗ ϕi(x)

)
dt · vec(V̂i),

(23)

其中：
Ŵi =

[
ŵ⊤

i,1, ŵ
⊤
i,2, · · · , ŵ⊤

i,Ni

]⊤
,

V̂i =
[
v̂⊤i,1, v̂

⊤
i,2, · · · , v̂⊤i,Ni

]⊤
,

ϕi(x) = [ϕi,1(x), ϕi,2(x), · · · , ϕi,Ni
(x)] .

未知对偶 (∇hi(xlat)⊤A,∇hi(xlat)⊤B) 可以在无需精确已知 A 与 B 的情况下，通过求解如下
线性矩阵方程确定。该方程由式 (23) 推导而来，利用在不同时间区间内采集的在线输入–状态数据
建立：

Γi

vec(Ŵi)

vec(V̂i)

 = Hi, (24)

其中 Hi ∈ Rl2，Γi ∈ Rl2×n(n+m)，具体定义如下：

Hi =
[
hi(x)

∣∣t1
t0
hi(x)

∣∣t2
t1
· · · hi(x)

∣∣tl2
tl2−1

]T
,

Γi =



∫ t1

t0

x⊤ ⊗ ϕi(x) dt

∫ t1

t0

u⊤ ⊗ ϕi(x) dt∫ t2

t1

x⊤ ⊗ ϕi(x) dt

∫ t2

t1

u⊤ ⊗ ϕi(x) dt

...
...∫ tl2

tl2−1

x⊤ ⊗ ϕi(x) dt

∫ tl2

tl2−1

u⊤ ⊗ ϕi(x) dt


.

假设 5 假设 l2 足够大，使得矩阵 Γi 满秩：

rank (Γi) = Ni(m+ n). (25)

在假设 5 下，式 (24) 可以直接求解为：vec(Ŵi)

vec(V̂i)

 = (Γ⊤
i Γi)

−1Γ⊤
i Hi. (26)
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当 Ŵi 与 V̂i 学习得到后，基于 CBF 的安全约束可表示为：

ϕi(x) Ŵi x+ ϕi(x) V̂i u+ α
(
hi(x)

)
⩾ 0. (27)

注释 2 对于 LTI 系统，可以从 CBF 关于状态 x 的梯度分量中选取合适的基函数，从而使
∇hi(x)⊤A 和 ∇hi(x)⊤B 在无噪声的理想情况下能够被精确表示，即基于神经网络的逼近在理论
上不引入结构性逼近误差。在实际应用中，逼近误差主要来源于测量噪声和数值计算误差，因此由
式 (26) 求得的解可视为式 (24) 的最小二乘意义下的近似解。当 CBF 安全约束参数选取相对保守
时，上述误差通常不会导致安全约束被违反。

注释 3 秩条件 (18)、 (25) 及相关的持续激励条件用于保证所构造数据矩阵具有足够的信息
量。在实际实现中，该条件通常通过在闭环控制输入中叠加幅值受限的探索信号，并在足够长的采
样时间窗口内采集数据而近似满足。已有研究和工程实践表明，在每次迭代中使用数量不少于未知
参数数量两倍的采样区间数据，以及在周期激励情形下选取不小于激励周期的采样区间长度，均有
助于提高秩条件成立的可能性。

注释 4 在参考控制器训练阶段，采用基于标称系统模型的初始安全滤波器 unomsafe (x, uref) 可以
实现安全探索，并同时采集用于学习安全约束的数据。这种方式使参考控制器与安全滤波器能够并
行学习，并通过在新的安全约束下复用已有数据，从而加速安全滤波器的学习过程并提高样本效率。

注释 5 本文所建立的理论结果严格针对相对阶为一的控制障碍函数情形，即假设系统状态 x

可测，且控制输入 u 在控制障碍函数 h(x) 的一阶 Lie 导数中显式出现。在该假设下，所提出的基
于数据驱动的学习与安全控制方法可在理论上保证 CBF 约束的可实施性。需要指出的是，本文在
后续示例中还展示了在具有特定动力学结构的系统中，部分具有更高相对阶的安全约束可通过结构
性转化采用该方法进行处理，但该扩展依赖于系统的具体动力学形式，并不具有普遍性。

当所有基于 CBF 的安全约束均已学习完成后，最初为参考控制器设计的安全滤波问题 2 可重
新表述为：

usafe(x, uref) = arg min
u∈U

1

2
∥u− uref∥2

s.t. ϕi(x) Ŵi x+ ϕi(x) V̂i u+ α
(
hi(x)

)
⩾ 0,

i = 1, . . . , Nsafe,

(28)

注释 6 需要指出的是，在同时考虑输入约束及多个安全约束的情形下，由二次规划求解的控
制输入在理论上可能出现不可行的情况，例如当不同约束在当前状态下相互冲突时。这种不可行性
反映的是约束集合本身的不一致性，而非控制律构造方法的失效。在多约束条件下对二次规划可行
性给出系统性的理论保证，仍然是一个具有挑战性的研究问题，超出了本文的研究范围。

最终，整体的 ADP–CBF PI 学习框架如算法 1 所总结。

4 仿真结果

本节在一个包含障碍物避让的换道场景中对所提出的方法进行验证。考虑一条直线路段，其全
局坐标系定义为 (X,Y )，其中 X 和 Y 分别表示车辆的纵向与横向坐标。假设车辆的纵向速度保持
恒定为 Vx，且前轮转向角较小，则车辆的纵向动力学可近似表示为：

Ẋ = Vx. (29)
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算法 1 ADP–CBF PI 学习算法

Require: 初始稳定参考控制器 uref = −K0x；名义 CBF 安全滤波器 unomsafe (x, uref)；探索噪声 e；阈
值 ε > 0；CBFs hi(x)；基函数 ϕi,j(x)。

Ensure: 学习得到的 ADP 参考控制器 uref = −K∗x，以及学习得到的基于 CBF 的安全滤波器
usafe(x, uref)。

学习阶段（安全探索阶段）：

在时间区间 [t0, tl] 上施加安全输入 unomsafe (x,−K0x+ e)。
ADP 参考控制器学习：
计算 ∆xx、Jxx、Jxu，直至满足秩条件 (18)，并设 k = 0。
repeat
由式 (17) 求解 Pk 与 Kk+1，然后更新 k ← k + 1。

until ∥Pk − Pk−1∥ ⩽ ε

基于 CBF 的安全约束学习（并行执行）：
计算 Γi 与 Hi，直至满足秩条件 (25)。
由式 (26) 求解 Ŵi 与 V̂i。

执行阶段（学习后的安全控制器）：

ADP 参考控制器由 uref = −K∗x 给出。
控制输入通过已学习的 CBF 安全滤波器 (28) 进行修正。

return 最终的安全控制输入 usafe。

随后，采用线性自行车模型 [26] 来描述车辆的横向动力学，其形式如下：

ẋlat = Alatxlat +Blatulat, (30)

其中，xlat = [e1(t), ė1(t), e2(t), ė2(t)]
T，其中 e1(t) 和 e2(t) 分别表示横向位移误差与航向角误差，

ulat 为前轮转向角输入。线性系统矩阵具体形式如下：

Alat =


0 1 0 0

0 − 2Cαf+2Cαr

mVx

2Cαf+2Cαr

m
− 2Cαf lf+2Cαrlr

mVx

0 0 0 1

0 − 2Cαf lf−2Cαrlr
IzVx

2Cαf lf−2Cαrlr
Iz

− 2Cαf l
2
f+2Cαrl

2
r

IzVx

 ,

Blat =
[
0

2Cαf

m
0

2Cαff

Iz

]⊤
,

其中，Cαf 与 Cαr 分别表示前后轮的侧偏刚度；lf 与 lr 分别表示车辆的前、后轴距；m 为车辆质
量，Iz 为偏航惯性矩。在不失一般性的情况下，可将目标横向位置设为 Y 轴坐标原点（即 Y = e1），
从而使整个车辆横向动力学系统的跟踪目标为原点。此时，可将 (8) 所示的调节问题构建出来，以
确定优化反馈控制律。
在该场景中，考虑一个静止的圆形障碍物，其中心位置为 (Xob, Yob)，半径为 Rob。为了避免碰

撞，原始的安全约束可设计为：

h0(xveh) = (X −Xob)
2 + (Y − Yob)2 − r2 ⩾ 0, (31)
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表 1 训练与控制器参数

Table 1 Training and controller parameters

参数 数值 参数 数值

Q diag([100, 20, 20, 30]) Xob 20m

R I1 Yob −2.5m

δt 0.01 s ulat,max 0.3 rad

l 200 ulat,min −0.3 rad

Vx 60 km/h γ1 100

r 3m γ2 7

其中，xveh = [X, x⊤lat]
⊤ 表示车辆的整体状态，且 r > Rob 为障碍物的膨胀半径，用以考虑车辆自

身几何尺寸与安全裕度。
从物理角度出发，将 h0(xveh) 设计为控制障碍函数（CBF），用于构建安全滤波器。基于 CBF

的安全约束可表示为：
h1(xveh) = ḣ0(xveh) + α1(h0(xveh)) ⩾ 0

⇒2 (X −Xob)Vx + 2 (e1 − Yob) ė1

+ α1

(
(X −Xob)

2
+ (e1 − Yob)2 − r2

)
⩾ 0.

(32)

可以看出，控制输入在 h1(xveh) 中并未显式出现。因此，h1(xveh) 被视为高阶控制障碍函数（High-
Order Control Barrier Function，HOCBF）[27]，用于保证系统的安全性，并且式 (32) 中的 K 类函
数选取为具有系数 γ1 ∈ R+ 的线性函数。随后，基于 HOCBF 的安全约束可进一步表示为：

h2(xveh) = ḣ1(xveh) + γ2(h1(xveh)) ⩾ 0, (33)

其中，γ2 ∈ R+ 为用于 HOCBF 安全约束中线性 K 类函数的系数。
注释 7 在推导式 (32) 时，利用了误差变量 e1 与其导数 ė1 之间的已知动力学关系，从而将原

本具有较高相对阶的安全约束转化为等价的一阶约束形式，以降低安全约束的实现复杂度。需要指
出的是，该转化过程依赖于上述动力学关系的可获得性，且并不依赖于具体的车辆参数取值。因此，
本文方法在该类具有特定结构的系统中，可扩展应用于涉及高阶控制障碍函数（HOCBF）的场景，
但并非对所有一般形式的 HOCBF 均适用。
随后，应用所提出的 ADP-CBF 方法，可以在不考虑约束的情况下学习次优参考控制器，同时

构建用于保证安全性的安全滤波器。在该场景的仿真中，数据采集时长为 2 s，基函数选取为

ϕ(xlat) = [e1, ė1, 1] ,

其余训练与控制器参数汇总于表 1中。在学习过程中，参考控制器的反馈增益收敛情况如图 1所示，
其在 11 次迭代内收敛至次优反馈增益 K∗

lat = [10.00, 3.10, 30.26, 3.85]。
关于基于 HOCBF 的安全约束参数选择，低阶 CBF 的 K 类函数不应过于保守（即 γ1 不宜取

值过小），如图 2 所示。否则，无论高阶 CBF 的 K 类函数如何选取，都无法消除由此积累的保守
性。在参考控制器与安全滤波器均学习完成后，其闭环仿真结果如图 3 所示。结果表明，配备安全
滤波器的参考控制器能够在换道过程中成功避开障碍物；相比之下，未使用安全滤波器的 ADP 控
制器虽然能够稳定闭环系统，但无法确保避障安全性。
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图 1 参考控制器反馈增益的收敛过程

Figure 1 Convergence process of the feedback gain of the reference controller

(a) γ1 = 1 (b) γ1 = 10 (c) γ1 = 100

图 2 基于 HOCBF 的安全约束参数选择
Figure 2 Parameter selection for the HOCBF-based safety constraints

图 3 闭环仿真结果

Figure 3 Closed-loop simulation results
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5 结论

本文针对具有未知动力学的连续时间 LTI 系统，提出了一种基于学习的安全关键型控制器设计
方法。通过采用 ADP，可以基于在线数据学习次优控制增益，从而在不考虑安全约束的情况下保证
闭环系统的稳定性。进一步地，通过基于 CBF的安全约束构建的安全滤波器，可确保闭环系统的安
全性。此外，本文在含障碍物避让的车辆换道场景中验证了所提方法的有效性。未来工作将进一步
扩展该方法至非线性系统中，利用神经网络对 CBF 安全约束中的未知项进行近似建模。

致谢 感谢 Kaan Ozbay 教授和 Sayan Chakraborty 在本文研究过程中给予的宝贵意见与支
持。
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Abstract In this paper, we propose an adaptive dynamic programming (ADP) framework augmented with
a learned control barrier function (CBF)–based safety filter for continuous-time linear systems with unknown
dynamics in safety-critical scenarios. Using adaptive dynamic programming, a sub-optimal feedback controller is
learned from input–state data. The unknown terms in the CBF-based safety constraints are approximated from
online data using neural networks, and the resulting learned CBF constraints are incorporated into a quadratic
program-based safety filter that modifies the control input to ensure satisfaction of the safety constraints. The
effectiveness of the proposed control methodology is illustrated via an obstacle-avoidance example.

Keywords Learning-based control, safety-critical systems, control barrier functions (CBFs), adaptive dynamic
programming (ADP)


