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Abstract
In order to improve the ASR performance in noisy environments, distorted speech is typically
pre-processed by a speech enhancement algorithm, which usually results in a speech estimate
containing residual noise and distortion. We may also have some measures of uncertainty or
variance of the estimate. Uncertainty decoding is a framework that utilizes this knowledge
of uncertainty in the input features during acoustic model scoring. Some frameworks have
been well explored for traditional probabilistic models, but their optimal use for deep neural
network (DNN)- based ASR systems is no yet clear. In this paper, we study the propag-
tion of observation uncertainties through the layers of the DNN-based acoustic model. Since
this intractable due to the nonlinearities of the DNN, we employ approximate propagation
methods, including Monte Carlo sampling, the unscented transform, and the piecewise ex-
ponential approximation of the activation function, to estimate the distribution of acoustic
scores. Finally, the expected value of the acoustic score distribution is used for decoding,
which his shown to further improve the ASR accuracy in the CHiME database relation to a
highly optimized DNN baseline.

Interspeech 2015

This work may not be copied or reproduced in whole or in part for any commercial purpose. Permission to copy in
whole or in part without payment of fee is granted for nonprofit educational and research purposes provided that all
such whole or partial copies include the following: a notice that such copying is by permission of Mitsubishi Electric
Research Laboratories, Inc.; an acknowledgment of the authors and individual contributions to the work; and all
applicable portions of the copyright notice. Copying, reproduction, or republishing for any other purpose shall require
a license with payment of fee to Mitsubishi Electric Research Laboratories, Inc. All rights reserved.

Copyright c© Mitsubishi Electric Research Laboratories, Inc., 2015
201 Broadway, Cambridge, Massachusetts 02139





����������	 
����
����� �����
� ���� ������ ��������

����� �����	 �
����
�
1∗� ���	�� ����	�
�2� ���	 �� �������2�
����	��� ��	��	�3� �������� �������1

1 ��������	 
����� 
���	����� ������ ��������	 �� ������������� ����������
���������	������� ������� �	�����

2 ����� ���� !�	����� �	�	���� "� �������	�� ��� ��#�	� ��� �
�
3 ������ $���	����%	��&����� '����	

{�����������	�
�����
�� ����������������}���
���� {����	�
�� �������}����������
����	�����
	��	��
	�
����

��������

�� ����� �� �	
���� ��� 
�� 
�����	���� �� ����� ��������

	����� ��������� �
���� �� ��
������ 
���
�������� �� � �
����

�������	��� ��������	� ����� ������� ������� �� � �
���� �����

	��� ���������� �������� ����� ��� ����������� ��	�� ���� ����

��	� 	������� �� ����������� �� �������� �� ��� ����	���� ���

��������� �������� �� � ���	����� ���� ����� �� ���� ���������

�� ����������� �� ��� ��
�� �������� ������ �������� 	���� �����

���� ���� ���	������ ���� ���� ���� �!
����� ��� �����������


������������ 	������ ��� ����� �
��	�� ��� ��� ���
 ������ ����

���� "#$$%������ 
�� �����	� �� ��� ��� ������ �� ���� 
�
���

�� ����� ��� 
��
������� �� ����������� ������������� �������

��� ������ �� � #$$������ �������� 	����� ����� ���� �� ���

��������� ��� �� ��� �������������� �� ��� #$$� �� �	
��� �
�


��!�	��� 
��
������� 	������� ��������� &���� '���� ��	�


����� ��� ��������� ��������	� ��� ��� 
�������� �!
��������

�

��!�	����� �� ��� ���������� ��������� �� ����	��� ��� ����

��������� �� �������� ������� (������� ��� �!
����� ����� �� ���

�������� ����� ������������ �� ���� ��� ��������� ����� �� �����

�� ������� �	
���� ��� 
�� �������� �� ��� ')�&* ���������

�������� �� � ������ �
��	� �� #$$ ���������

����� ����	+ $����������� 
��� #��
 $����� $�������� ,��

��������� ������������ ����������� -��
�������

�	 
����
������


������� ����������� 	����� ���� ������ &����� 	�����

")&&�% ���� ����� ����� ������� �� 	������� ��� ������

�� ��� ��� ��	
���� ��������� �� ��� �
������ ��������������� ��

�
����� ����� ��� �� ����	���� �
���� ����������� "
��% ����

��	� �� ����� 
�������� �� �������� �������	����� ������� ����

���������� ����� ��� �������������� �� ����� �� ������� �� ���

��
����� ����� �� ����������� ���������� ������� ����� ��������

��� ��������� �
���� �� ������� ��������� ����� �
���� ��������

	��� ��������	� ./�01� )������� ��� �������� ������� ��������

���	 ���� ��������	� ��� ��� 
�������� ��	
������� ��� �����

������� �������� ������ ����	����� ������� ��� ���� ��������� ���

�������� �� ��� �
���� �������	��� ��������	��

&������� ��� �
������ ��������������� �� �
���� ������� �����

����������� 	����� ���� 2&&� ��� ����������� ��� ������
	���

�� � ����� �� ��������� 
������������ ��������������������������

"��,% ������3��� .4561� ���� ������3��� ���� ���� ������� ���

� ���� ���	 �
� ���
����
 ����� ��� ���� 
����� �
� 
���� 
�
���������� 
� ���������� �������� ����
��� �
���
�������

�������� ����� ��� ��� ����	����� ������ �� ��� �������	��� ���

������	� �� ����������� ��� �������� �
���� ���
��� �� ����

��	 ��������� ������ ���� 
���� ����	����� �� 2&&�� ��� ���

������ ���� ��� ����������� ���� ������� ��� 2������� ��������

����� �� 	�������� ��� ��� ��� �����	 ����������� ����������

�� #$$������ �����	�� �� ��������� ��� ������������ ��� ��� �!�


������� 	������ �� ����������� �������������� 
������� ����� ���


������������ �����
��������� �� #$$�� ���� �� �������� �����

���� ���	��� #$$� ��	
�� �� �����	������� ��������� �����

������ 7� �����
����� ��� ����������� ��� 2�������������������

������������� �� ���� �� ����� ��� 
�����	�+ 8���� ��	
��� ���

������������ �� �������� ������ �� ����������� ��� ��� ��
�� ����

��	 ���������� ��� ������� �����
����� ��� ����� ������������

���� ��� �������� ��������	 ���� �� ��� ���� ����	����� ������

��������� ��	
����� ��� ����� ������������ ��3����� �����������

��� #$$ ���� ��� ��
�� ������� ��������� �� ��� ����������� ����

���������� )������� ��� �� ��� ��������������� ���� �������� ��

����������� ��� #$$� ��� ��3����� �

��!�	������ 7�� 
�����	

�� �������� �� ��	
������� �� ��� ��
������� �� ��� �

��!��

	������ ���� ��� ���� �� ����	��� ��� ����� �������������

�� ��������� ����������� ���� 
�����	� ��������� (�� ����	�����

����� ������������� �� ����������� &�����'���� 	������� �������

��� &���� '���� ��	
����� ��� ��������� ��������	� ��� ���


�������� �!
�������� �

��!�	����� �� ��� ���������� ���������

(�� ��������� �� ����������� ��������� 	������ �� �����������

���� ����� �������������� ����� �� ���� ��� �!
����� ������ ���

����� �� ��� 
�������� ����� 
�������������

�� .91� ����������� 
��
������� ��� ���� ��������� ����� ��

����� ��� ��� ���� ���� ��
������� �� �

��!�	����� ��� �������

��� ���������� �������� ����� ��� ��������� 
��������� �!
�����

���� "-�*% �

��!�	����� �� �� �

��!�	����� ��� ��
�� 2����

���� ������������ ����� ��� ��������� ��������	 "�7%� 7���� �
�


��!�	������ ��3���� ��� ������ ����� 
�������������� �� �� ����

���������� ����
������� �� ���� 
�
��� �� ���� �� &���� '����

��	������� ���� ���� ��������� �� ��� ������ ����� ��
������� ���

���
 ��� ���� #$$�� �� ����� �� 	���	� � ��� ����	����� ���

���� ��� �� ����� ��� ����	������� �� ��� 
��
������ ������ ���	

� ������ ����� �� �������� �� 
��
��� �� ��� &���� '���� ��	�


���� ��� ��� �7 ���� ��� ������ #$$� 7��� ������ ��� 
��
��

������ �� ����������� ���� ������� ��� ����	�! ������ ����� ��

���8���� ����� ���������� �

��!�	����� 	�������

�� .91� ��� �������� ������ ���� ���� 	���8�� �� 	���� ��� ���

��������� ������������� �� � ��	���� ��� �� ���� �� ��� ������

������ �������� �

����� .:1� ����� ��� 8��� ���� ����������

��� 2&&������ 
�� �����	�� �� ���� 
�
��� �� �����������



�� ����������� �

����� �� �!
���� ��� ������������� ��� ������

��� ������� �� ��
������ ��� #$$ 
����� ��������������� ��

����� ����������� �!
��������� ����� ��� �������� ��������� 7���

��� ����� �� ��	�������� �� ��� 2&&������ 	���8�� ��������

������ �� .;1� 7��� �

����� ��� �� ���� �� ���<������� ����

��� ���������� ����������� 
��
������� 	������ �� �� ���� ���

��3���� 
��
������� ������� ��� ����	�! ������

7�� ��	������ 
�
�� �� ������ �� �� �������+ �� ������� 0�

&���� '���� ��	
����� ��� ��������� ��������	� ��� ��� -�*

�

��!�	����� ��� ��������� �� 
������� �

������� ��� ������

������ 
��
������� ������� #$$�� $�!�� �� ������� 4� ��� ���

����������������� �������� ������ ��� ����������� �� ������� :�

��� �

������� ��� ��������� ����� ��� ������ ����� �� ��� ����

��� ')�&* ��������� ./=1� (������� �� ������� >� ��� 
�
�� ��

��������� ��� �� ������� �� ������ ���� �� ������

�	 ����������� ����������� ������� ����

#$$ ������ ��� ��	
���� �� � ������ �
������� �������� �� �

��������� �
�������� 7�� ��
������ ���� ��������� �������� �� �

���	��� �������� �� ��� ������ ������ ��� � ����	�! �������� ��

��� ���
�� ������ 7�� 3������� �� �� ��������� �� ���� ������� ��

��� ���������� �� ��� ��
�� �� � #$$ �� � 	����������� 2�������

�����	 ��������� ���� �� ��� ������������ �� ��� ������
������

���
�� �����	 �������� ����� �

����� ��� ������ ��� ���������

�
�������� �� ��� ������ ������� ������?


��� 
���������� ����������� ������� ������ ���

������ ����� 	
��� 

������

&���� '���� ��	
���� �� ��� ��	
���� �

����� ���� ��� �� ����

�� ��������� ��� ���������� �� �����	 ��������� ���� ������� �

��������� ��������	������ 7��� 	����� �� ����� �� �����	��

������� � ��	��� �� ��	
��� ���	 ��� ������������ ����������

��� �����	 ��������� 7�� ��������� ��������	����� �� ���� �
�


���� �� ����� ��	
���� 7�� 8��� ��� ������ ����� ���������� ��

��� ����������� ��������	�� �����	 �������� ��� �� ����	����

�� ��� 	��� ��� ��� �������� �� ��� ���
�� ��	
���� ���
���������

������ ��������� ��
������

7�� �7 �� � ��	���� 	����� �� ��� &���� '���� �

������ )���

����� �� ��� �7� ��� ��	
��� ��� ��� ����� �����	�� ��� ���

������� �� � �
���8� ���������� (�� �� I���	�������� �����	

��������� 2I+1 ��	
�� ������� ��� ����� ���������� ������� ���

��	
���� �� ���������� �� .//1� 7�� ��������� ��������� ����

��� #$$� �� ���� �

���� �� ����� ��	
�� �������� ����� ��� ���

��	���� �������� ��� 8��� ��� ������ ����� ���������� �� ��� ����


�� ������������ ��� ���������� �� � �������� ��	 �� ��� ���
��

��	
�� ������� ��� � �������� ��	 �� ��� �3����� 	��������

��	
���� ���
���������


�
� ��������	� 
���������� �����������

������� �� 
��
������� ��� ����������� ������� ��� ������ #$$

�� ����� ��� ������������� ��� �� 
��
������ ����� �� ������

-��
������� � 	������������ 2������� ������������ ������� ���

������ 
��� �� � ������ ������� ����� �� ��	
��� �� ������� 2����

���� ������������ �� ������������ ��������� ,� ��� ����� �����


��
������� ��� 	������������ 2������� ������������ ������� �

���	��� �������� ������� �� � ���� ��	
��! ������������ ��

����� �� ./01� 7��� ��� ��� ��� ������� �� .91 �� ��� ��	
���

�

��!�	������ ���� ��� -�* �

��!�	����� ./41 ��� ��� �7 ��

�����	��� ��� 8��� ��� ������ ����� ���������� �� ���� ��	
��!

������������ ��� ����� ������

������ ��� ��������
����

�� ��� -�* �

��!�	������ � ���	��� �������� g(z) �� �

��!��

	���� �� � ��	 �� ��� �!
�������� ��������� �� �������+

g(z) =
1

1 + e−z
≈ 2z−1u(−z) + (1− 2(−z−1))u(z), "/%

����� u(z) �� ��� ���� ���
 ��������� �� z �� � ������	��������

2������� �����	 �������� ���� 	��� ����� μz ��� �������� ���

������� σz� ��� 8��� ��� ������ ����� ���������� �� "/% ��� ��

����	���� �� �������+

E[g(z)] = 2(μz+0.5 log(2)σ2
z−1)φ

(
−μz

σz
− log(2)σz

)

− 2(−μz+0.5 log(2)σ2
z−1)

[
1− φ

(
−μz

σz
+ log(2)σz

)]

+

[
1− φ

(
−μz

σz

)]
"0%

@�� [g(z)] = E
[
g(z)2

]− (E[g(z)])2 , "4%

�����

E
[
g(z)2

]
= 2(2μz+2 log(2)σ2

z−2)φ

(
−μz

σz
− 2 log(2)σz

)

− 2(−μz+0.5 log(2)σ2
z)
[
1− φ

(
−μz

σz
+ log(2)σz

)]

+ 2(−2μz+2 log(2)σ2
z−2)

[
1− φ

(
−μz

σz
+ 2 log(2)σz

)]

+ 1− φ

(
−μz

σz

)
. ":%

�� "0% ��� ":%� φ �� ��� ��	������� ������� �������� �� ��� �����

���� ���	�� �������������


��� ��	��		���

(�� ���� ���� ��� ���
 #$$�� 
��
������� � 2������� �������

������ ������� ��� ���	��� �������� �� � ������ ����� ����� ���

�7 �� ��� -�* �

��!�	����� �� ��	
����������� ���� �!
���

����� (�� �!�	
��� ��
������ ��� �7 ����� :=;6 ������� ���

����� ���������� ������� �� �� ��	
����� ����� ��� ��	������

�� ��� ������ ������ ���� �� ���� ����� �� I =0=:9� �� �� ���� ����

8���� �� ��� ��� -�* �

��!�	������ ����� ��� ��	
������� �� ���

��	������� ������� �������� ��� 	������������ 2������� ���������

����� �� ���� � ����� ��	������ �� ��� ������� ���� ��� ����������

	����! �� ��� ��������� 7��������� ��� ������������ ��	
������

�� ��� ���������� 	����! �� ��� ������ ����� 
�������������� ����

���� ��������� �� .91 ����	��� � ���� ����������� ������� �����

��	
������� A���� �� ���� ����	
����� ��� -�* �

��!�	�����

��� ��� �7 ���� ���� �

���� ��� ���� ������ ��
��������

7�� ���� ����������� ����	
���� ��	���� � �������� �������

���� 	����! �� ��� ��� 
��������������� ����� ��� �� ��	
����

��� ��� n�� ����� ���

[Σzn ]i,j =

I∑
k=1

I∑
k′=1

[Wn]i,k [Wn]j,k′ [Σh(n−1) ]k,k′ . ">%

�� ">%� Wn ��� Σh(n−1) ��� ��� ������ 	����! �� ��� n�� ����

��� ����� ��� ��� ���������� 	����! �� ��� 
�������� ������

������ ���
��������� (��	 ">%� ��� ���������� 	����! Σzn ���

��	�� �������� �� ��� ������ 	����! Wn ��� ��� ����������



−

−

−

−

−

−

"�% "�%

"�% "�%

z11:100 h1
1:100

E
[ z2]

E
[ h2
]

@
��

[ z2]

@
� �

[ h2
]

20

20

20

20

2030

40

40

40

40

60

60

60

60

80

80

80

80

100

100

100

100

-�*

-�*

-�*

-�*

�7

�7

�7

�7

&'

&'

&'

&'

2

4

6

8

10

10

12

14

16

18

00

00

00

0

0

0.1

0.1

0.2

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.95

5

15

25

0.02

0.04

0.06

0.08

0.12

0.14

0.16

0.18

(����� /+ "�%� "�% *���	���� 	��� ������ ��� ���������� 	��

���! �������� �� ��� ������ ������ ����� 
��������������� ���
���

������� "�%� "�% *���	���� 	��� ������ ��� ���������� 	����!

�������� �� ��� ������ ������ ������ ���
���������

	����! h(n−1) ��� ���� ��������� 
������� ��� ������������

��	
������ �� ��� ���������� 	����! Σh(n−1) ��� �	��� �����

������ ���� ����������� ������� ��� ��	
������ �� h(n−1)�

���� ����� ./:1� ���� �� ��� ��� ���� ��� ��� ������ 	����! Wn�

,� ��� ��������� ��� ���������� �� ������� �� ���
�� ������ 	��

����� 	��� ����������� ������� ��� ��	
������ �� zn�
&�������� ��� �������� ��	
������ �� Σzn ���� ������ ���	

����	����� ������ �� ��� ���� ����������� ������� ��� ��	
��

����� �� h(n−1) �� ��	
������� �� ��� ����� ��	��� �� ��	�

	����� ���	� �� ">%� A������ �� ��� ������������� ��� ����	�����

������ �� ��� ���������� 	����! Σzn ����� ������� ����	�����

������ �� ���� ��� 	��� ������ ��� ��� ���������� 	����! �� ���

������
������ ������ ����� ���
�� hn� �� ����� �� ���� � ����

����� �!�	
�� �� ���� 
����	����� � &���� '���� ��	������� ��

��������� �� �������� ,�� �������� ������� ������ ��� ���� �!�

������� ���	 ��� ��������� ��������� �� ��� ')�&* ���
�� ./=1�

7��� ������� ������ ��� ���� ���������� �� ��� 	��� ������ ��

� 	����������� 2������� ������������� 7�� ���������� 	����! ��

���� 2������� ������������ ��� ���� ����	�� �� �� �������� ����

�����	�� ������ �������� �������� 
���� /=�=== ��	
��� ����

���� ����� ���	 ���� 2������� ������������ ��� ���� 
��������

�� � 
���������� #$$�� 7�� ������������ 8��� ��� ������ �����

���������� �� ��� 
��
������ ������������ �� � ������ ����� ����

���� ����	���� �� ��� 	��� ��� ��� ���������� �� ��� ��	
���


��
������ ������� ���� ������ 7���� 
���	����� ��� ������ ���

������ �� �� ��� &�����'���� "&'% ����	���� 
���	������

(��� / ����� 
��� �� ��� 	��� ������ ��� ��� �������� ��

��� ���������� 	����! �� ��� ������ ������ ����� ��� ��� 
���

����������� 
� ��� �� ����� ��� �������� ��	
������ �� ��� ���

�������� 	����!Σz2 ��� 	��� �	����� ���� ��� ���� ������� 7��

����	����� ������ �� Σz2 ��� ��B����� �� ������� ������ �� ���

����	���� ���������� �� ��� ������ ����� ���
��� h2�

�� ����� �� ������ ��� ����	����� ������ ��� ����� ����� 
��
�

������� ������� ��� #$$� &���� '���� ��	
���� ��� �� ����

�� ����	��� ��� ������������ �� ��� ������ ���� ��� 
�������� ���

��������� �� 
��
������� )������� ��� �������� �� ���� 	�����

��
���� �� ��� ��	��� �� ��	
���� ��	���� ��� 	��� ��	
���

��� ����� ���	 ��� ��
�� ������������� ��� 	��� �������� ��� ���

����� 
��
��� 
���� ��� ���
 ��� 
�
 ��� ��
����� 
�� �����
���
 ��
������� ��

��	����� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ��	��� ����	��� ,�

��� ����� ����� ���������� ��� ��	��� �� ��	
��� 	�� ������

��� ��	
��������� ��8������ �� ���� 	������ (������� ��� �7 ���

���� �� ���� ���� ��� ������ #$$ �� �� ����������� �����	�������

�

����� �� &���� '���� ��	
�����

�	 ��������
 ����
��� �� ��������� ����

�� #$$������ 
��� �������� �� ������� ��� ����� 
����� ����

����������� ������� �� ���� ���������������� (�� � #$$ �� L ����

��� ������� ��� 
����� �������������� �� � ����� ������� ������

X ����� � ����� qi �� ������� ����	���� ���

L
����� = log
(

�����	(X|qi)

)
= zL+1

i − log (
(qi)) . "C%

�� "C%� zL+1
i �� ��� i�� 
������������� �� ��� #$$ ���
�� ������

����� i ∈ {1, . . . , I}� ��� 
(qi) �� ��� 
���� 
���������� �� ���

i�� ����� qi� 7���� ��� �������� ��� 	������ ���	� �� "C% ���� ����

�������� L�����	 ���	 ��� ������������ �������������� ��������

������ ����� ��� �� ����	���� ���

log (p(X|qi)) = log

(

(qi|X)
(X)


(qi)

)
"6%

=zL+1
i − log 
(qi) + log (
(X))− log

(
I∑

j=1

exp
(
zL+1
j

))
.

"9%


� ��� �� ���� �� "9%� ��� ��� 	������ ���	� ��� ��� ��������	 ��

��� ����	�! ���	��� ����� �������� log
(∑I

j=1 exp
(
zL+1
j

))
��� ��� ����� ������� ����
���� log (
(X))� ����� ����� ���	�

��� ��������� ��� ��� ������� ��� �������� 
�������� �� ��� ���

������ �� ��
������ ��� �������������� �� "9% �� ��� 
����� ����

���������� �� "C%�

(�� ��������� ����� ��� 
�������� 
���������� 
(X|Y) �� � �����

������� ������ X ����� �� �������� ������� ������ Y �� ���

������ ������� �� ��� ����� ��������� ,�� 
���������� �� ��
���

���� 
�������� �� ��� �������� 
�������� �� �� ��
���� ��� 
�����

�������������� �� "C% �� ��� ����������� �!
�������� ����� ��� ���

������ ��������� ����� ������ ��� ��������� �������� �����

L",�/% = E

[
log
(

�����	(X|qi)

)
|Y
]

";%

= E

[
zL+1
i |Y

]
− log (
(qi)) . "/=%

�� ����� �� ����	��� ��� �!
�������� E
[
zL+1
i |Y]� ��� 
��������


(X|Y) ������ 8��� �� 
��
������ �
 �� ��� 
�������������� ��

��� ���
�� ������ 7�� 	��� ����� �� ��� 
��
������ ������������

��� ���� �� ��
����� �� "/=% �� �� ����	��� �� E
[
zL+1
i |Y]�

�� .91� ������� 	���8�� ����� ��� ���� �������� �� ��
����

��� ��� ����� 
�������� p(qi|X) �� ��� �������� 
��������

p(qi|Y)� ����� ��� �� ����� �� ����������� ��� <���� 
����������

p(qi,X|Y) ���� ��� �
��� �� ��� ����� �������� �� �������+

p(qi|Y) =

∫
X

p(qi,X|Y)dX "//%

= E [p(qi|X)|Y] = E

[
hL+1
i |Y

]
, "/0%

����� hL+1
i �� ��� ���
�� �� ��� ����	�! ������ 7�� ����������

���	 "//% �� "/0% ����	�� ����������� ����
������� �� ��� �����

qi ��� ��� �������� �������� Y ����� ��� ����� �������� X� ���

��� ��� �������� 
�������� �� "/0%� ��� �������� ����� ��� ��

����	���� �� �������+

L",�0% = log (p(qi|Y))− log (
(qi)) . "/4%



�� ��� �� ���� �� "/0% ���� ��� 
�������� 
(X|Y) ������ �� 
��
�

������ �� ��� #$$ ���
�� ����� �� ����� �� ����	��� ��� ���

������ 
��������� p(qi|Y) ��� ������ ��� ��� �������� �����

L(�#2)� ,� ��� ����� ����� ��� 	���8�� �������� ����� �� "/=%

���� ��� ���� ��� 
�������� 
(X|Y) �� �� 
��
������ �������

��� ����	�! �������� �� ��� ���
�� ������ ����� 	���� �� ��������

��� ��� ���������� ����������� 
��
������� �

��������

�	 ������ ���� ��
 !���"��

 ��� ����	��

7���� 0 �� ��� 0�� ')�&* '�������� ./=1 ��� ���� ���� ���

����������� 7�� ���� �� �� ������� � *������ ��������� ���� ��

��������� 	��� ��� ��	��� �
������ ����� ���	 ��� 	����	 ���

�������� ������ ">�=== �����% �� ������� ������ D������ "��D=%

���
�� ./>1� 7�� �������� ������� �������� 6/49 ����� ����������

�
���� �� 9: �
������� 7�� ������
	��� ��� ��� ���� �������

������� 0:>: ��� /;9= ����� ����������� ���
��������� 7�� �����

���������� ���� ���� ������� �� 8��� ���������� ��� ��D= �����

���������� ���� �������� ���	 �	
���� ���
����� "A����% ���

���� ������ ���������� ����� ������� �� ��! ��������� �$��+ �C�

�4� =� 4� C� ��� ; �A� 7�� A���� ��� ��� ���������� ����� ����

���� ���� ���� �������� �� � ��	����� ������ ���	 ����� � ����

��� ����� ��	������ ")
7�%�

 �
� �����������! "����

7�� �������� 
�� �����	 ��� ���� ������� �� ������� ./C� /61�

7�� #$$ ������ ����� 
��������� ���� ���� ����	���� ����� 
���

������� ���
���� 2&& 	������ 7������� �� ��� 2&& 	�����

��� ���� ���� ����� ��� ����� ������� ���������� ��� ����� ������

��� ��� ������
	��� ����������� 7�� �������� ���� ��� ��������

��� ��� /4 &('' �������� ���� ����� ������
������ Δ ��� ΔΔ
��������� 7�� &('' �������� ���� ���� 
����
�������� �����

������ ������	����� �������� "E#
% ./9� /;1� 	�!�	�	 �������

���� ������ ���������� "&EE�% .0=� 0/1� ��� �
����� ���
����

�������� "�
7% .001�

7�� #$$ ��
�� �������� ���� ���� ��	
���� �� �������� (�����

��� ����� ������� ���� ���� �������� ����� � 	�����������

$&( 
���
�������� .04� 0:1� (��	 ��� �������� �������� :=�

��	�������� &�� ������� ������� ���� ���� ��������� (�������

// ���	�� "> 
������� ���	��� ������� ���	�� ��� > ���������

���	��% ���� ���� �

����� �� ���	 ��� #$$ ��
�� ���������

7�� #$$ �� ��	
���� �� � ::=���	�������� ��
�� ������ �����

0=:9���	�������� ������ ������� ��� �� ���
�� ����� �� 0==:

����� ��
��������� ��� )&& ������� 7�� 
���	����� �� ��� ����

��� ������ ���� ���� �������� �� ����� ���������� A��� 	��� 	��

����� "�A&% 
������������ (������� ��� 
���	����� ���� ����

8�������� ����� ��� �����
��
������� ��������	 .0>1�

7�� 
�� 
�����	���� ��� ���� ��������� �� ���	� �� ��� ����

����� ���� "�*�%� 7������� ��� �������� ���� ���� ���������

����� ��� F���� �
���� ����������� ������� .0C1� 7�� 	���8��

�������� ������ "/=% ��� "/4% ��� ��� ����������� 
��
�������

�

������� ���� ���� �

���� ����� ��� #$$ ����������� 
��
�

������� ������! .061�

 ��� #�	�!�	

7�� ������������ ������� ���� ���� �������� ����� � &����

'���� ��	�������� ����� ��� ���� ��������� �� �������� *���

::=���	�������� #$$ ��
�� ������� ������ ��� ���� �������

���� �� ��� 	��� ������ �� ��� 2������� ������������ 
 (X|Y)�
��	������ �� .091� ��� ���������� 	����! �� 
 (X|Y) ��� ����

����	�� �� �� �������� ���� �������� ������� ��8��� �� ���

7���� /+ �*� ������� �������� ����� ��������� �������� ������

��� ��������� ����������� 
��
������� "�-% �

��������


������� ����� �- #��� 7���

L"
�����% "A�������% G 06�>; 0/�C6

L",�/%

-�* 4/�9= 04�90

E��������� �7 09�>> 0/�69

*������#$$ �7 06�9= 0/�4>

&' 06�06 0/�06

L",�0% *������#$$ �7 
$�%% 0/�04

&' 06�=4 
��&$

�3����� ���������� ������� ��� ������
������ ��	
������ ��

��� ����� ��� ��� �������� �������� �������� �� � ��	�������

� ������� ��� �$������
������ �������� η� 
 ���� ������ ����

	���	�	 �*� ��������� ��� ���� ��������� ����� ��� ������

�
	��� ��� �� 8�� ��� �

��
����� ������ �� η� η = 0.3 ���

η = 0.4 ���� �������� ��� ���� ������� ����� ��� �������� ������

"/=% ��� "/4%� ���
��������� 7�� ��	� ����	���� �� ��� 	��� ����

��� ��� ��� ���������� 	����! �� 
 (X|Y) ���� ���� ���� ����

���� ��� -�* �

��!�	������ ��� ���������� �7� ��� ��� �������

#$$ �7� (��	 ��� 2������� ������������ 
 (X|Y)� >= �������

���� ���� ��	
��� ��� �

���� �� ��� #$$� 7�� ��	
�� 	���

�� ��� >= ������
������ #$$ ���
�� ������� hL+1 ��� �����


�������������� zL+1 ���� ���� ���������� �� ����	���� �� ���

	��� ������� E
[
hL+1|Y] ��� E

[
zL+1|Y]�

(�� ��� ���� �� ��	
������ ��� �� ����� �� 	��� ��� �������#$$

�7 	��� 
��������� �� ���� ���� <��� ����� ��	
��� ������� ��

��� (2I + 1) ��3����� ��	
���� 7�� ����� ��	
��� ��� ��	
��

��� 	��� ������ �� ��� 
�������� 
 (X|Y) ��� ��� 	��� ������


���H	����
√
3 ��	�� ��� ���������� 	����! ���������

�� 7���� /� �� ��	
��� ��� ����������� ������� �� ��� ������
�

	��� ��� ���� ��� �������� ����� ��� ������������ 
����� ����

���������� L
�����	� ��� ��� ����������������� �������� ������

L",�/% ��� L",�0%� ����� ��� -�* �

��!�	����� ��� ���

���������� �7 ��� ���� �� ���� ��� 
��
������� ��� �����������

�� ��� ���
�� ����� 
��������������� ����� �

������� ��� ����

�� ������ ���� ��� �������� ����� L",�/%� 
� ��� �� ����� ���

���� ������� ��� �������� ����� &���� '���� ��	
����� �� ���

���� �� ������� ���� ��� ������� �������� ����� ��� �������� �����

L(,�0) ��� ������ ���� ����� ������� �������� ����� L",�/%�

#��
��� ��� �	��� ��	��� �� ��	
��� ���� �� ��� �������#$$

�7� �� ����� ������ ������� ���� ����� �������� ����� ��� -�* �
�


��!�	����� ��� ��� ��������� ��������	� ����� �

��������

��� ������� �������� ����� &���� '���� ��	
�����

#	 $���"������

�� ���� 
�
��� ���� 
������� �

������� �� ����������� 
��
����

���� ������� #$$� ���� ���� ������������+ &���� '���� ��	�


����� �������#$$ ��������� ��������	� -�* �

��!�	������

��� ���������� ��������� ��������	� 7�� 
��
������ ����������

���� ���� ���� ��
����� �� ��� #$$ �������� 
�������� ���

��� ��� 	���8�� �������� ������� 7�� ���� ������� ���� ����

�������� ����� &���� '���� ��	
���� ��� ����������� 
��
��

������ ��� ��� ������ 	���8�� �������� ������ ����� �� ��	�

���� �� ��� ����������� �������� �

����� ���������� 
��
����

��� 2&&� �� .;1� 
� �� ����������� 
�������� �

����� ���� �

������� ������� ��	
��������� ������� ��� �������#$$ �7 ���

���� �� ���� ��� ����������� 
��
��������

7��� ���� ��� �� �!������ �� �	
������ ��� ����������� �����

	����� ����� ����	�� �$����
������ ��������� ��������� η
������� �� ��� ������ �$������
������ ���� ���� �� ���� ������



%	 !���������

./1 D� E�� E� #���� I� 2���� ��� �� )�����	����� J
�

�������� �� ������������ ����	���� �
���� ������������K

���� ��
��
������ �� ������ 
����� 
��  
���
�� ���!

�������� ���� 00� ��� :� 

� 6:>5666� 0=/:�

.01 #� F������ ��� �� )�����	����� "�#��� ������ �������!

���� �� ������
�� �� ������� �
�
� �
������� 0=//�

.41 D� 
� 
������� ��� &� 
� '��	����� J����� �����������

����������� �� )&& ���������K �� �	
 �� #������ '���

������ ��
�	��� 0==0�

.:1 E� #���� D� #��

�� ��� 
� 
����� J#���	�� ��	
���

������ �� )&& ��������� ����� ��� ������� �������	���

����������� ��	
���� ���	 � 
���	����� 	���� �� �
����

�����������K ���� ��
��
������ �� 
����� 
�� ����� ���!

�������� ���� /4� ��� 4� 

� :/05:0/� 0==>�

.>1 
� )� 
����� � � �� L������ #� F������� @� E�������� ���

�� )�����	����� J2&&������ �����8����� ���������K

�� �	�

�� @��������� '������ 0=/4�

.C1 #� F������� �� L������ �� ������� ��� �� 
��������� J$�����

���
���� E#
+ 
 ��� �

����� ��� �
���� ����������� ���

��� ����������� ������������K ���� 
���
� ����������  ��!

����� ���� 0=� ��� //� 

� /=/95/=0/� 0=/4�

.61 #� 7� 7���� *� @������� ��� #� D������ J(����� �� 	���

��
�� ����������� ����	����� ��� 
��
������� ��� ����� ���

���� 
���K �� �	�

�� (�������� ������ 0=/:�

.91 �� (� 
�������� ��� D� -� �� ����� $���� J-��
������� �� ���

��������� ������� 	��������� 
����
����� ��� ������ �����

	���� �
���� ������������K �� ������������ (�������� ������

0=//�

.;1 
� , ����� &� E�������� ��� *� @������� J2&&������

������8������ ���	 ����� ���������K �� ������
����
� $��%!

���� �� �
�����  �������� �� ����������� ��&���������

'	(��� )� (�������� ������ 0=//�

./=1 *� @������� D� A������ �� ��������� D� E� ���!� (� $�����

���&�&��������� J7�� ������ ')�&* �
���� ��
�������

��� ����������� ���������+ #�������� ����� ��� ����������K

�� �	�

�� @��������� '������ 0=/4�

.//1 �� D����� ��� D� ���	���� J
 ��� �!������� �� ��� F��	��

8���� �� ��������� �����	��K �� ���� ������
����
� 
*���!

���� �� ������
��+,������ 
������� 
����
���� 
�� 	��!

������ /;;6�

./01 I� E�� ��� ���)� ,�� J��
�� ����� �		����� �� 	���������


����
������K ��"�� ���� /C� 

� 4>5:4� /;;:�

./41 @� A���� D� 
� -�
��������� D� @���������� ��� �� E�������

���� J@E�� ��	
��!��� ��������� �� 
��������� �

��!��

	����� �� ��� ���	��� ���������K �� ��--� A�������� A���

���	� /;;:�

./:1 ���)� ,� ��� I� E��� J*����� �� ��������� ��������	������

�� ����������� ������� �������� ��	� �� 	��������� 
���

��
������K ���� ��
��
������ �� -���
� -��.��%�� ���� >�

��� 4� 

� >=95>/=� /;;:�

./>1 D� 2�������� #� 2����� #� -���� ��� #� -������� J'���

� "��D=% ��	
�����K ��  ��������� ,
�
 	����������

-�������
���� ��
� 0==6�

./C1 I� 7�������� �� ��������� D� E� ���!� ��� D� �� )�������

J#�����	������� 	������ ��� ����� ������ �
���� ��������

����+ 
 ')�&* ��������� �����	����K �� ��� ��� �����!

�
����
� $��%���� �� �
�����  �������� �� �����������

��&��������� '	(���)� @��������� '������ 0=/4�

./61 '������ #� I�� �� ��������� ��� A��)� (� D����� J������

���� ���
 ������ �������� ��� ������ �
���� ������������K

�� �	�

�� (�������� ������ 0=/:�

./91 �� )�����	���� ��� )� $��� JE����� ������	����� �����

���� ��� �	
����� ����� ���������� ���������� �
����

������������K �� �	�

�� ���� /� /;;0� 

� /45/C�

./;1 '� 
�������� �� ��� @������ ��� )� )��	������ J#����

����� �
�7
����� 8���� ������ ��� ������� ���	��� �����

�� 
���K �� �	
 �� -�������
���� ��
� /;;C�

.0=1 '� E�������� ��� -� ��������� J&�!�	�	 ���������� ����

��� ���������� ��� �
����� ���
������ �� ���������� ����

���� ������ &����� 	������K 	������� 
����� /  
�!

��
��� ���� ;� ��� 0� 

� /6/ 5 /9>� /;;>�

.0/1 &� D� (� 2���� ��� -� '� ��������� J&��� ��� �����

���� ���
������ ������ ��� &EE� ���	������K 	�������


����� 
��  
���
��� ���� /=� 

� 0:;50C:� /;;C�

.001 7� 
����������� D� &�#������� �� ������� � ���

D� &������� J
 ��	
��� 	���� ��� �
���������
���� ������

����K �� �	
 �� -�������
���� ��
� /;;C�

.041 
� , ����� *� @������� ��� (� A�	���� J
 ������� B�!����

���	����� ��� ��� �������� �� 
���� �����	����� �� �����

������ ��
��������K ���� ��
��
������ �� ������ 
������


��  
���
�� ����������� ���� 0=� ��� :� 

� ///9 5 //44�

&�� 0=/0�

.0:1 I� ����M��� *� @������� $� A������ $� �������N��E��������

O� D������������� #� 7� 7���� ��� (� A�	���� J7�� B�!����

����� ������ ��
������� ������! ������� 0�=�K �� �	�

�


��. / ����� (�������� ������ 0=/:�

.0>1 2� )������ E� #���� #� I�� 
� &���	��� $� D������


� ������� @� @��������� -� $������ 7� �� 2� #���� ���

A� F��������� J#��
 ������ �������� ��� �������� 	�����

��� �� �
���� ������������K ���� 
���
� ���������� �
�!


0���� ���� 0;� ��� C� 

� 905;6� $���	��� 0=/0�

.0C1 #� -����� 
� 2������� 2� A��������� E� A������ ,� 2��	�

���� $� 2���� &� )����	���� -� &���PQR���� I� S����

-� ������ � D� ��������� 2� ���		��� ��� F� @������ J7��

F���� �
���� ����������� ��������K �� ���� $��%���� ��

�����
��� 
����� "���������� 
�� �������
������ A��

������� )������ ��� 0=//�

.061 
� )� 
����� � ��� �� ��������� JF����H&�����

#$$������ ����������� 
��
������� ������K ���

������� (������� 0=/>� .,�����1� 
��������+

���
�+HH���������	H	��������HF���� &����� #$$ �-

.091 &� #������!� �� ��������� 7� $�������� ��� 
� $���	����

J'������������ ����	�� �������� ���������� ��� ���������

������� �
���� �������	��� 
���
�������� ��� �
����

������� ���K 	������� 
����� /  
���
��� ���� 06� ��� /�



� 4>=54C9� 0=/4�


	Title Page
	page 2

	/projects/www/html/publications/docs/TR2015-098.pdf
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5


